INSPECTORATUL SCOLAR

JUDETEAN ARGES
Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala, 10 februarie 2024
Clasaa X —a

BAREM ORIENTATIV de CORECTARE si NOTARE:

Problema 1: solutie orientativa

a) z=x+yi, x,y€R .Ap
e df = = ) e (-2 2
%<z+—2—|z_—%2>=x=Rez .Ap

b) 2(6 +9i)" —3(1+8i)" =3(7 +4i)"

©2-3"12+3)"=1+8)"+ (7+4)" Ap
Con—1 _ (1+81\" 7+4i\"

©2-3 - (2+3i) + (2+3i) ..2p
Con—1 _ (26+130)\" 26—-13i\"

©2:37 = ( 13 ) + ( 13 )

©2:-3"=Q2+D)"+2-)" .Ap

Problema 2: solutie orientativa

n
a) ai+az+-+an E(a1+an) __aitan

” = > Ap

a1+a - . p .
——2=,/aya, dininegalitatea mediilor

= @ >, aia,, vn € N* LGAp
b) Functia lgx, x € (0, o) este concava. .Ap
Din inegalitatea lui Jensen = 1g b1+b2:"+b” > lgb1+lgbi+"'+lgb" (1) ..2p
by =b;-q*L,Vk>2=lgh,=lgh; + (k—1)Igq,Vk =2 >
= (Ig b,),»1 €Ste progresie aritmetica cu ratialgq. .GAp
Tn (1) putem aplica punctul (a)
lg b1+b2:l—-~~+bn > lgb1+lgb:l+---+lgbn > m,‘v’n eN' Ap
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Problema 3: solutie orientativa

a) Se arata ca functia g(x) = i—: este strict descrescatoare pe (—o, 0] .Ap

Functia f este strict descrescatoare intrucat este compunerea a doua functii de monotonii

diferite. .Ap

b) f strict descrescitoare, deci injectiva .Ap

Se arati ci f este surjectivi si se determina f~1: [— gg) - (=0,0], f~1(x) = ;::% ..1p
1 . 14+x 1

c) f(;) = —arcsin— = f(x) +f(;) =0,Vx € (—o0,—1) . 1p

x—1<x=flx—1)>f(x)

<=/ ()>76)

Adunand termen cu termen rezulti £ (x — 1) + f (==) > 0 .1p
Cum £74:(0.5) = (oo, =) = £ ({) < 0

1
x+1

> f—D+f(o5) > £7100,Vx € (—0,—1) .1p

Problema 4: solutie orientativa

Fie punctele A,(z,), A,(z,),A5(z3). Triunghiul A;A,A5 este Inscris intr-un cerc de
razar. e dp
FieA(z), z=az, + (1 —a)z; = A € A,A;. .. dp
Fie B piciorul perpendicularei dusa din A, pe A,A;.

AiA > AB=> rgleiﬂgzlz -z = gg£|a22 + (1 - a)zz — z;| = A;B = h, unde h este inaltimea

dusa din A; in 44,A,As. . dp

S = % |z, —z3| - h = % |zy = 2|+ |z, — 23| - sin 44,A,A5, unde S este suprafata 44,4,45. ....1p

|z1—23]-|z1—23|-sin 44,41 43

= h= Ll
|z2—2z3| P
Aplicand teorema sinusurilor rezulta:
|z2=23] . |z2—23]
L A A Ay = 22 -1
sin 5—A2A1A3 sin é‘ 2471473 2T p
>h=— |z, — z,| - |2y — 23]
=514~ 2 1~ 23 )
> minlaz, + (1 —a)zs —z1| = =z, — 25| - |z, — 73 .p
a€eR 2r
Nota: Orice alta solutie corecta se puncteaza corespunzator.
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INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN ARGES

Olimpiada Nationalid de Matematica M
Etapa locala, 10 februarie 2024

Clasaa Xll —a

BAREM ORIENTATIV de CORECTARE si NOTARE:

Problema 1: solutie orientativa
i) Legea ,,** admite element neutru daca si numai daca 3 e € R astfel incat x *e =e*Xx =X,

vVxeR 1p
Se obtine x(ae—2)=e—6, VxeR 1p
Pentru x =0, se obtine e=6 1p
siapoi a= 1 1p
S1ap 3

ii) Este necesar axy—x—y+6¢[0, 6], VX, yeR. 1p
Pentru X =y =6 se obtine a e [%, %} 1p
. 11 . .

siorice a € g; 3 satisface cerinta. 1p

Problema 2: solutie orientativa

1) Este necesar si suficient ca F sa fie derivabila. 1p
Din continuitate rezulta a+b=1. 1p
Din derivabilitate rezulta a =0 1p
siapoi b=1. 1p
o re 1 e 1 e (In X)I
i) | ——dx=| ——dx= dx = 2
) -L XF(x) Il x(ln2 x+1) Il In®x+1 P
=arctg(In e)—arctg(lnl):ﬁ. 1p

Problema 3: solutie orientativa

Fie g:[0,1] - R, g(x) = In(x + V1 + x2). Egalitatea din ipotezd se mai poate scrie

F(1)-F(0)=9g(1)-g(0) sau F(1)-g(1)=F(0)-g(0). 2p
Fie 7:[0,1] = R, h(x) = F(x) — g(x). h satisface conditiile teoremei lui Rolle 2p
. 1
Exista ¢ (0, 1) astfel incat h'(c)=0, echivalentcu f(c)= 2p
. ©) 0=
Se verifica imediat ¢ —— < ——_ < £ pentru ce(0,1). 1p

V2 1vc? 1+c
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Problema 4: solutie orientativa
i) Se arata usor ca nu exista grupuri prietenoase cu trei elemente (f (x) = X? este automorfism si nu

existd ae G, ord(a)=3cu f(a)=a). 2p
Orice grup cu patru elemente este sau ciclic (izomorf cu Z,) sau izomorf cu grupul lui Klein. Daca
G cu patru elemente este ciclic, atunci exista doud automorfisme ( f (X) =x,f (X) =x°) si grupul
este prietenos. 1p
Dacd G,={e,a, b, ¢}, cua’=b’=c*=¢, f:G—>G, f(e)=¢ f(a)=h, f(b)=c, f(c)=a este
automorfism si nu exista x € G, ord(x) =2, astfel incat f(x)=x. Deci, un grup izomorf cu grupul

lui Klein nu este prietenos. 1p
ii) Presupunem, prin metoda reducerii la absurd, ca ord(G) e liber de patrate. Atunci, existd n

numdr natural nenul si py, p,, ..., P, nNumere prime distincte, astfel incat ord(G)=p,p,...p,.

Fie f e Aut(G), H= {X eG/f(x)= X} . Se arata usor ca H este subgrup al lui G. 1p
Existd a,, a,, ..., a, ce apartin lui G cu ord(a,)=p,, ord(a,)=p,, ..., ord(a, ) = p,, astfel incat
f(a,)=a, f(a,)=a,.... f(a,)=a,. Rezultica p,/ord(H), p,/ord(H),... p, /ord(H).

Cum p,, p,, ..., P, sunt numere prime distincte, rezultd p,p,...p, =ord(G)/ord(H), deci H=G si,
n particular, f =1;. 1p
Cum singurul automorfism interior al lui G este 1, rezultd ca G este comutativ. Cum
automorfismul x — x™* este 1., obtinem x° =g, VX eG, deci p,=p,=...=p, =2, fals. 1p

Nota: Orice alta solutie corecta se puncteaza corespunzator.
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