INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN ARGES

Olimpiada Nationalid de Matematica [ M
Etapa locala, 10 februarie 2024

Clasaa Xl —a

BAREM ORIENTATIV de CORECTARE si NOTARE:

Problema 1: solutie orientativa Punctaj
a)
X% = X2 = det (X ) = det (X ) = (det X )™ =(det X )™ = (det X ) (det X -1)=0 | 1p
Deci det X {0,1}.
Caz 1: Daci det X =10, atunci X e matrice inversabila si egalitatea X *** = X **** duce la
x2023‘X72020 — X2022'X72020 adlci X3 — XZ 1p
Caz 2 : Dacd det X =0, din identitatea Hamilton - Cayley obtinem X* = (trX)- X =0, , deci
X% =(trX)- X (*).
- 3 2 .. . 2022 2021 . 2023 2022 .
Atunci X =(trX)"- X si, inductiv, X** =(trX )~ - X , respectiv X *** =(trX )™~ - X . Din
X 2023 _ % 2022 qadiicem (tI’X )2022 X = (tI’X )2021 X e (trX )2021 (trX _1), X = 02, deunde X = O2 , )
sau trX =0, sau trX =1. P
i) Daci X =0,, evident X®=X?,
iil) Dacd X #O,si trX =0, din(*) obtinem X* =0, siapoi X*=X?-X=0,-X =0,,
deci X°®=X?.
ii2) Dacd X #0,si trX =1, din(*) obtinem X? = X si apoi, X°=X?.
b)
1+cos"2a 1-cos” 2a 0 0
2 2
: _ 1-cos"2a  1+cos"2 1p
Formularea predicatului unar P(n):,, 4" = > d 5 d 0 0 ,
0 0 cos(npB) sin(ng)
0 0 —sin(ng) cos(ngp)
n € N,
Etapa de verificare 1p
Etapa de demonstratie propriu-zisa si finalizare 1p
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Problema 2: solutie orientativa Punctaj
Din teorema Hamilton- Cayley = A’ =(trA)- Asi B* =(trB)-B (*), de unde
A’B? = (trA)(trB)- AB si cum A’B? =(AA)(BB)=A(AB)B=A(BA)B=(AB)(AB)=(AB)’, 2p
deducem (AB)’ = (trA)(trB)-(AB)(2).
det(AB) =(det A)(detB) =0, deci conform teoremei Hamilton- Cayley,
1

(AB) =(tr(AB))-(AB). (2) P
Din (1) si (2) (trA)(trB)-(AB) =(tr (AB))-(AB)si, cum AB #0,, obtinem 1p
(trA)(trB) =tr (AB).(**)

) AB=BA *)
(aA+bB)" =(aA+bB)(aA+bB) = a’A’+2abAB+b’B*=

1p

(*)
= (aA+bB)" =a?(trA) A+ 2abAB +b?(rB)B..(3)
Din teorema Hamilton- Cayley, (aA+ bB)2 =tr(aA+bB)-(aA+bB)—det(aA+bB)I, =

= [a(trA) + b(trB)](aA + bB) — det(aA + bB) I, 1p

=a?(trA) - A+ ab(trd) -B + ab(trB) - A + b*(trB) - B —
—det(aA+bB)-1, . (4)
(3)=>tr((aA+bB)") = a (trA)" +2ab-tr (AB) +b?(trB)’
, de unde

(4)=>tr((aA+bB)") =a? (trA)" + 2ab-tr (A)tr(B)+b’-(trB)’ - 2det (aA-+ bB) 1p
= det(aA+bB)=0.
Problema 3: solutie orientativi Punctaj

X =0, X% =1, x= /3 si putem considera predicatul unar P(n): ,,N—2<X <N”, n € N".
I. Etapa de verificare

P(1):,,—1< X =0<1", adevarata.

P(2):,,0<X, =1<2”, adevarata.

II. Etapa de demonstratie propriu-zisa:

Presupunem P(k) adeviratd, unde P(k): ,,k —2 < X, <K si ardtim cd P(k+1) adevarati, unde 2p

Pk+1): ,k-1<X.,, <k+1”.

Din P(k): k-2<x <k|-k>0=k(k-2)<kx, < k2‘+1:>(k—1)2 <Ll+kx, <k?+1<(k+1)°, de
unde

k-1<1+kx, <k+l<k-1<x,,, <k+1, deci P(k+1) adevarata.

Conform primului principiu al inductiei matematice rezultd P(n) adevarata, Vn € N,
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Astfel, cu ajutorul lemei clestelui si din N—2 <X <N obtinem lim X, =+, iar din
_ Ip
n—2<ﬁ<1 obtinem Iimﬁzl.
n n n—wo N
noa —N \%-n " im y,
Atunci Iim(ﬁj — lim (1+ Xy nj —er’ ,unde Yy, =X —N,vn € N".(*)
n—oo n n—oo n
Din n-2<x, <n-n=-2<x,-n<0=y, e(-2,0), vn e N* (1)
2 1 X2, =14nx, nx
-y =X, ,-N-1-x +n=x_,-X —1=(x,-1)-x =—" ——x — X =
yn+l yn n+l n n+l n ( n+l ) n Xn+1+1 n = Xn+1+l n 2p
n Xn(n_xn+l_1) * : g
=X, -1|=————><0,vn € N" (deoarece N-1<X ), deci (y,) , strict
X, +1 X, ,+1 L §
descrescator (2).
Weierstrass not
Din (1)si(2) — (Y,),., convergent, deci exista lim y, —y e[-2,0].
_ _ _ _ . 1+nx —(n+1)2 Xa=Yo+n
=limy_ =lim =lim(x_,—(n+1))=lim{1+nx —(n+1))=lim - —
y n—oo yn n—oo yn+l n%m( n+1 ( )) n4>oo( n ( )> n—o ’1_|_ nxn +n+1
2 2 _ n ) .
i oI i W2y (. =2) _y-z,
e JLeny, 0% 4+l 7 Leny, +n? +nel 11 1 2
N+ Y, +1+1+— 5
n n Y
. y—2
Deci y:T: y=-2. (**)
. . . o (x Y,
Din (*)si (**)obtinem lim| = | —e™ ==
n—ow n e
Problema 4: solutie orientativa Punctaj
a) Cum functia g: (0, +0) = R, g(x)=1log, X este strict crescatoare pe (0,+), aplicand g
peste inegalitatea din ipoteza obtinem f (x)<log, x < f (x)+1, ¥x>1 sicum f(x) € N, 1p
deducem ca f (x)=[log, x], ¥x>1.
Astfel, f (x)=n, daca n<log, x<n+1, pentru Vn € Nsi, inca, f(x)=n, VXe[Z",Z””) vn € p
N.
Pentru « 6(2”,2””), limf(x) =n,Vn € N .(*)
xX-a
Pentru z=2", lim f (x)=n, lim f (x)=n-1,Vn € N_ (**)
oa X<t 1p
Pentru o =1, IXILP f (x)=0(n=0). (*xx*)
Din (*), (**)si (***)rezultd cd {a € (1, +0)|f nu are limitd in a} = {2"|n € N"}.
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n
b) Demonstrdm prin inductie matematica dupa n € N*, P(n): ,.x,,, > D kx,” (*).
k=1

|. Verificare
Pentru n=1, P(1) este, evident, adevarata.
Pentru n=2, avem :

Xp>¥% Xo > X,

Xg 24X, =X =3%, +X, =X > 3X, =2X, +X, > 2X, +X = ZKXk,dECI P(2) adevarata.

Il. Demonstratia propriu-zisda

p
Presupunem P(p) adevarata, unde P(p): x,,, > > kx, si ardtam ci P(p+1) adevarata, unde 2p
k=1
p+1
P(p+1): x,,, > > kX, .
k=1

p
o2 2 (P+3)X, kak (P+1)X,,+2X,, — > kx, >(p+1) p+l+22kxk kak
k=1 k=1

p+1

=(p+1) p+l+ka kak

k=1
Cum P(p) adevarata, atunci P(p+1) adevarata si, conform primului principiu al inductiei
matematice, P(n) adevarata, vn € N".

Demonstram prin inductie matematica dupa n € N*, Q(n): ,,x, > (n —1) Lx,” (* *) .

I. Verificare
Pentru n=1, Q(1) este, evident, adevarata.

Pentru n=2, avem Q(2): x, >(2-1)!x, < X, > X, care este adevarata din ipoteza.
Il. Demonstratia propriu-zisa

Presupunem Q(p) adevaratd, unde Q(p): X, > ( p —1)!Xl si aratam ca Q(p+1) adevarata, unde 1p
Q(p+1) Xp +1 = p Xl

(%)= X, >kak > px, = p(p—1)x = pix.
k=1

Cum Q(p) adevarata, atunci Q(p+1) adevarata si, conform primului principiu al inductiei
matematice, Q(n) adevarata, Vn € N*.

Cum sirul (Xn)nzlveriﬁcé (* *) ,dar lim (n —ZI.)!X1 =400, obtinem lim x, = +o. 1p

nN—oo n—o0

Nota: Orice alta solutie corecta se puncteaza corespunzator.
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