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Olimpiada Naţională de Matematică     

Etapa locală, 10 februarie 2024 

  Clasa a IX – a 
 

 

BAREM ORIENTATIV de CORECTARE şi NOTARE:  
 

Problema 1: soluție orientativă 

𝑀 ∈ (𝐴𝐵)  ⇒  𝐴𝑀 ș𝑖 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑐𝑜𝑙𝑖𝑛𝑖𝑎𝑟𝑖 ⇒ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =  𝑥 ∗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑥 ∈  ℝ      

𝑁 ∈  (𝐴𝐶)  ⇒ 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ș𝑖 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑐𝑜𝑙𝑖𝑛𝑖𝑎𝑟𝑖 ⇒ 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =  𝑦 ∗ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑦 ∈ ℝ             1p 

 

𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =  𝑁𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = − 𝑦 ∗ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝑦) ∗ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗        

𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝑥 ∗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1− 𝑥) ∗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗          1p 

 

𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑀⃗⃗ 𝐵 + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (1− 𝑥)𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (1 − 𝑥)𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝑥)𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
(𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (1 −

𝑥 −
1

2
) ∗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =

1−2𝑥

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗                         1p 

𝑁𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑁⃗⃗ 𝐶 + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1− 𝑦)𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝑦)𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
(𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (1 − 𝑦 −

1

2
) ∗ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒

𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
1−2𝑦

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗                                                       1p 

𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (1 − 𝑥)𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1−2𝑥

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (

3

2
− 2𝑥)𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗    1p 

𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑁𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (1 − 𝑦)𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1−2𝑦

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (

3

2
− 2𝑦)𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗    1p 

 

𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑴𝑫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ș𝒊 𝑵𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑵𝑫⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝒔𝒖𝒏𝒕 𝒄𝒐𝒍𝒊𝒏𝒊𝒂𝒓𝒊 ⇔
𝟑

𝟐
−𝟐𝒙

𝟏

𝟐

=
𝟏

𝟐
𝟑

𝟐
−𝟐𝒚

⇒ (
𝟑

𝟐
− 𝟐𝒙)(

𝟑

𝟐
− 𝟐𝒚) =

𝟏

𝟒
  1p 

⇒ (𝟑 − 𝟒𝒙)(𝟑 − 𝟒𝒚) = 𝟏 
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Problema 2: soluție orientativă 

            

 𝑥 =  𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴 ∩ 𝐵) 

                                            ⇒ 𝑥 ≤ 𝑦 < 2𝑦
                                                                                     1p                                                                       

  

           𝑦 =  𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴 ∪  𝐵)   

 

Dacă  𝑥 =  1 ⇒  
1

𝑦
 + 

1

2𝑦
 = 

19

24
 nu are soluție                                                          

Dacă  𝑥 =  2 ⇒  
1

2
+ 1

𝑦
+ 1

2
𝑦 = 19

24
 ⇒ 1

𝑦
+ 1

2
𝑦 = 7

24
  

𝑦 =  2 ⇒  
1

2
+

1

4
 =  

7

24
 ⇔  

3

4
 <  

7

24
  

𝑦 =  3 ⇒  
1

3
+ 

1

8
 =  

11

24
 >  

7

24
 

 

Pentru  𝑦 >  3 ⇒  
1

𝑦
<

1

3
 

                                                    ⇒  
1

𝑦
 + 

1

2
𝑦  <  

1

3
+

1

8
 <  

11

24
 

           2𝑦>23 ⇒ 
1

2𝑦 <
1

8
                                                                              2p 

Dacă 𝑥 =  3 ⇒  
1

3
+

1

𝑦
+

1

2
𝑦  =  

19

24
 ⇒  

1

𝑦
+

1

2
𝑦  =  

19

24
 − 

1

3
 =  

11

24
 

Pentru 𝑦 =  3 ⇒  
1

3
+

1

8
=

11

24
⇒ 𝑦 < 3 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑖𝑛𝑒 𝑝𝑒𝑛𝑡𝑟𝑢 𝑥 =  3 

Pentry 𝑦 >  3 ⇒  
1

𝑦
<

1

3
  

                                                   ⇒
1

𝑦
+ 1

2
𝑦 < 1

3
+ 1

8
= 11

24
 

           2
𝑦  > 2

3 ⇒
1

2𝑦 <
1

8
  

Pentru 𝑦 >  3 ecuația nu are soluții.    Analog pt    𝑦 <  3     ecuația nu are soluții.                                                          

                                                                                                                          1p 

 

Dacă   𝑥 = 4 ⇒ 
1

4
+

1

𝑦
+

1

2
𝑦  =  

19

24
 ⇒  

1

𝑦
+

1

2
𝑦 =

19

24
−

1

4
=

13

24
 

           𝑦 = 4 ⇒
1

4
+

1

16
=

5

16
<

13

24
; Înlocuind 𝑦 < 4 nu se verifică. 

 

           𝑦 ≥ 5 ⇒ 
1

𝑦
≤

1

5
 

                                                  ⇒
1

𝑦
+

1

2
𝑦 ≤ 1

5
+

1

32
=

37

160
<

13

24
  

           2𝑦 > 25 ⇒ 
1

2𝑦 ≤
1

25
                                                                                                   1p 

 

Dacă 𝑥 ≥ 4 ⇒
1

𝑥
≤

1

4
 

4 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 ⇒ 4 ≤ 𝑦 ⇒
1

4
≥

1

𝑦
⇒

1

𝑦
≤

1

4
 

24 ≤ 2𝑦
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1

2
4
≥

1

2
𝑦 ⇔

1

2
𝑦 ≤

1

2
4
 

 
1

𝑥
≤

1

4
 

1

𝑦
≤

1

4
         ⇒

1

𝑥
+ 1

𝑦
+ 1

2
𝑦 ≤ 1

4
+ 1

4
+ 1

2
4 = 9

16
< 19

24
 

1

2𝑦
≤

1

24
                                                                                                  1p 

 
Soluția convenabila 𝑥 = 3 ș𝑖 𝑦 = 3 ⇒  𝑐𝑎𝑟𝑑 (𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑐𝑎𝑟𝑑 (𝐴 ∩ 𝐵) ⇒ 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴) = 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐵). 
                                                                                                                      1p 
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Problema 3: soluție orientativă 

{
𝟒𝒙 + 𝟑

𝟑𝒙 − 𝟐
} =

𝟒𝒙 + 𝟑

𝟑𝒙 − 𝟐
− [

𝟒𝒙 + 𝟑

𝟑𝒙 − 𝟐
] =

𝟐𝒙 − 𝟐

𝟑𝒙 − 𝟐
 

             1p 

[
𝟒𝒙+𝟑

𝟑𝒙−𝟐
] =

𝟒𝒙+𝟑

𝟑𝒙−𝟐
−

𝟐𝒙−𝟐

𝟑𝒙−𝟐
=

𝟐𝒙+𝟓

𝟑𝒙−𝟐
  

             1p 
𝟐𝒙 + 𝟓

𝟑𝒙 − 𝟐
= 𝒌, 𝒌 ∈ ℤ;  

 

𝟐𝒙 + 𝟓 = 𝒌 ⋅ (𝟑𝒙 − 𝟐) ⇒ 𝟐𝒙 + 𝟓 − 𝟑𝒌𝒙 + 𝟐𝒌 = 𝟎 ⇒ 𝒙(𝟐 − 𝟑𝒌)  + 𝟓 + 𝟐𝒌 = 𝟎 ⇒ 

 

⇒ 𝒙 =
𝟐𝒌+𝟓

𝟑𝒌−𝟐
  

             1p 

[
𝟒

𝟐𝒌 + 𝟓
𝟑𝒌 − 𝟐

+ 𝟑

𝟑
𝟐𝒌 + 𝟓
𝟑𝒌 − 𝟐

− 𝟐
] = 𝒌 ⇒ [

𝟖𝒌 + 𝟐𝟎 + 𝟗𝒌 − 𝟔
𝟑𝒌 − 𝟐

𝟔𝒌 + 𝟏𝟓 − 𝟔𝒌 + 𝟒
𝟑𝒌 − 𝟐

] = 𝒌 ⇒ [

𝟏𝟕𝒌 + 𝟏𝟒
𝟑𝒌 − 𝟐

𝟏𝟗
𝟑𝒌 − 𝟐

] = 𝒌 ⇒ [
𝟏𝟕𝒌 + 𝟏𝟒

𝟏𝟗
] = 𝒌 ⇒ 

             1p 

⇒ 𝒌 ≤
𝟏𝟕𝒌 + 𝟏𝟒

𝟏𝟗
< 𝒌 + 𝟏 

             1p 

𝟏𝟗𝒌 ≤ 𝟏𝟕𝒌 + 𝟏𝟒 ⇒ 𝟐𝒌 ≤ 𝟏𝟒 ⇒ 𝒌 ≤ 𝟕  

                                                                                        ⇒ 𝒌 ∈ (
−𝟓

𝟐
, 𝟕] 

𝟏𝟕𝒌 + 𝟏𝟒 < 𝟏𝟗𝒌 + 𝟏𝟗 ⇒ −𝟐𝒌 + 𝟓 ⇒ 𝒌 >
−𝟓

𝟐
 

             1p 

𝒌 ∈ ℤ ⇒ 𝒌 ∈ {−𝟐,−𝟏, 𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓, 𝟔, 𝟕} 
 

𝒙 ∈  {
−𝟏

𝟖
,
−𝟑

𝟓
,
−𝟓

𝟐
, 𝟕,

𝟗

𝟒
,
𝟏𝟏

𝟕

𝟏𝟑

𝟏𝟎
,
𝟏𝟓

𝟏𝟑
,
𝟏𝟕

𝟏𝟔
, 𝟏} 

             1p 
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Problema 4: soluție orientativă 

 
𝒃𝒄

𝒃+𝒄
=

𝟐𝒂𝒃𝒄

𝟐𝒂(𝒃+𝒄)
, 

𝑎𝑏

𝑎+𝑏
=

2𝑎𝑏𝑐

2𝑐(𝑎+𝑏)
, 

𝑎𝑐

𝑎+𝑐
=

2𝑎𝑏𝑐

2𝑏(𝑎+𝑐)
       

            1p 
Aplicăm inegalitatea mediilor pentru 2𝑎 șii 𝑏 + 𝑐 și obținem: 
𝑏𝑐

𝑏+𝑐
=

2𝑎𝑏𝑐

2𝑎(𝑏+𝑐)
≥

2𝑎𝑏𝑐

(
2𝑎+𝑏+𝑐

2
)
2 =

8𝑎𝑏𝑐

(2𝑎+𝑏+𝑐)2
                                          1p 

 
Scriem omoloagele: 
𝑎𝑏

𝑎+𝑏
=

2𝑎𝑏𝑐

2𝑐(𝑎+𝑏)
≥

2𝑎𝑏𝑐

(
2𝑐+𝑏+𝑎

2
)
2 =

8𝑎𝑏𝑐

(𝑎+𝑏+2𝑐)
2  

𝑎𝑐

𝑎+𝑐
=

2𝑎𝑏𝑐

2𝑏(𝑎+𝑐)
≥

2𝑎𝑏𝑐

(
2𝑏+𝑎+𝑐

2
)
2 =

8𝑎𝑏𝑐

(𝑎+2𝑏+𝑐)
2          

 
Insumăm inegalitățile și obținem: 

 
𝑏𝑐

𝑏+𝑐
+

𝑎𝑏

𝑎+𝑏
+

𝑎𝑐

𝑎+𝑐
≥ 8𝑎𝑏𝑐(

1

(2𝑎+𝑏+𝑐)2
+

1

(𝑎+2𝑏+𝑐)2
+

1

(𝑎+𝑏+2𝑐)2
)        1p 

 

Aplicăm inegalitatea: 

3(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) ≥ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2        

 

pentru 𝑥 =
1

2𝑎+𝑏+𝑐
, 𝑦 =

1

𝑎+𝑏+2𝑐
 , 𝑧 =

1

𝑎+2𝑏+𝑐
            1p 

 

𝑏𝑐

𝑏 + 𝑐
+

𝑎𝑐

𝑎 + 𝑐
+

𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
≥ 8𝑎𝑏𝑐(

1

(2𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2
+

1

(𝑎 + 2𝑏 + 𝑐)2
+

1

(𝑎 + 𝑏 + 2𝑐)2
) 

≥ 8𝑎𝑏𝑐 1
3
( 1

2𝑎+𝑏+𝑐
+ 1

𝑎+2𝑏+𝑐
+ 1

𝑎+𝑏+2𝑐
)
2
         1p 

 

Aplicăm inegalitatea Titu Andreescu pentru: 

 

𝑎1 = 1, 𝑎2 = 1, 𝑎3 = 1 

𝑥1 = 2𝑎 + 𝑏 + 𝑐 

𝑥2 = 𝑎 + 2𝑏 + 𝑐 

      𝑥3 = 𝑎 + 𝑏 + 2𝑐       1p 

Și obținem: 

8𝑎𝑏𝑐 
1

3
(

12

2𝑎 + 𝑏 + 𝑐
+

12

𝑎 + 2𝑏 + 𝑐
+

12

𝑎 + 𝑏 + 2𝑐
)2 ≥ 8𝑎𝑏𝑐 

1

3
[
(1+ 1 + 1)2

4(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)
]

2

=  

= 8𝑎𝑏𝑐 
1

3
(

3
2

4(𝑎+ 𝑏 + 𝑐)
)

2

= 8𝑎𝑏𝑐 ⋅
1

3
⋅
81

16
=

27𝑎𝑏𝑐
2

 

             1p

  Notă: Orice altă soluţie corectă se punctează corespunzător   


